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« Dix neuf » =2 109
« Douze » > 20
« Soixante-dix-huit »=» 618

« deux millions quatre cent trente huit mille sept
cent quarante cing »

= 2000 000 438 000 745
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Premiéeres observations sur la problématique des
apprentissages... mathématiques
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Apprentissage, éléves et difficultés. |

« De qui parlons-nous ? De quoi parlons-nous?
« Est-ce négatif d’étre en difficulté ? sein de la classe
Natures / Causes
Conséquences

Déstabilisation cognitive dans I'apprentissage... ﬁ@

« Qui est concerné par la difficulté ? D'un doublénpale vue... I'éléve qui ne
comprend pas et... I'enseignant qui ne comprend pasgucomprenne pas et
qui ne comprend pas ce qu'il ne comprend pas...

Le probleme didactique. *

Aider, ou espérer aider un éleve en difficulté st@vant tout comprendrg
comment cet étre singulier et unique apprend !
Aider c'est accepter de prendre le chemin de l'inpeéhension.
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Types de conduites en jeu dans les apprentissages e
processus de contrdle.

« Conduite de type analogique

« Conduite de type opératoire

NB : perceptif, opératoire, activation, inhibition...

Types de connaissances et influence sur| les
apprentissages.

« Connaissances déclaratives

« Connaissances procédurales

 Structuration de ces connaissances
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La diversité au sein

de la classe ?

Zone de difficultés mineures circonstancielles.
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Vecteurs de la difficulté dans le domaine Hes
mathématiques au cours de la scolarité primaire
des éléeves sachant que | ’activité centrale| en
mathématique c’est la résolution de problémes
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Pmblaéf'fréit‘i’fsy cho Problaéfrfréit[i)fsycho Psychopédagogie ®
Epistémologie - résolution de pb
Psychologie
Psychologie Neurosciences Probleme
développementale - langagiers et de
Genése du nombre € contrdje cEulE o ETen Probléme de contrd
et exécutif exécutif
""""" construction des donné
numériques grati ental Opérations mentaleg
) déficitaires
Recherche chez l'enfant Psychologie
mathématique cognitive
Philosophie
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| Des mots et des maths
DansAlice au pays des merveilldsewis Caroll fait dire au
taon :
Le taon « Est-ce que les insectes répondent a leur nom [? »
Des problémes langagiers... Alice : « Pas & ma connaissance »
Taon :« A quoi ¢a leur sert, alors, d’avoir des noms si ce
n'est pas pour y répondre ? »
Alice : « A eux ¢a ne sert a rien mais j'imagine que cela a
une utilité pour les gens qui les nomment.
Autrement pourquoi les choses auraient-elles des
noms ? »
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| Des mots et des maths

Langage

Parmi les mots qui
apparaissent en
mathématique, certains son
considérés comme faisant
partie du langage courant,
d’autres sont ressentis comme
mathématiques.

naturel e
S

Langage
naturel

Identifier le domaine travaillé...

...ainsi que les exigences

Langage
naturel

Langage
naturel

Langage
mathématiquge
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unidi 1

« Date a 4 carreaux de la marge... »

Doc.M.Vinais 06.2011
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| Qu’est-ce qu’un nombre 1’

Plusieurs approches peuvent étre envisagées puer te
répondre a cette question ; trois me semblent esliest

« Il est possible d'interroger les mathématiquessethémes.

« Il est possible de se demander ce que la psyciegltant des
profondeurs que cognitive peut nous apprendre equé&oncerne
cette question.

« Il est enfin possible de questionner [lhistoirempmrée des
différentes réponses développées par les diverséisations au
cours des siecles, des millénaires.

G. Ifrah parle de : “L'intelligence des hommes natée pale
nombres et le calcul.”
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Eléments d'histoire sur la numération (1)

(Maya, Babylonienne, Azteque, Chinoise, Grecqueypf&nne
apportant une utilisation correcte et collectivé i®jour.

« Les lers nombres plutdt "sentis" qu'abstraits

« Premiers "lieux d'écriture” des nombres

« Des cailloux pour compter

Il a fallu plusieurs millénaires et le travail deigieurs civilisations

Romaine, Indienne, Arabe..pour qu'un systéeme de numérat]

Diaporama M. Vinais 25

on

déve

L’homme a une capacité instinctive a grouper les tshgdin de le:
classifier, les distinguer. C'est également ce Iga'i fait pour|

Eléments d'histoire sur la numération (2)

Un important apport : les bases.

lopper ses systemes de numération...
Parce gu'il sut compter, 'homme apprit a écrire

Vers la numération de position:

La découverte du Zéro:

L'Inde, berceau de notre numération moderne.

M. Vinai
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Chronologie...

XVI/XVII S Invention de la notation littérale. Emer gence du concept d'infini
XVIXVI S Avec I'usage de 'imprimerie les chiffresindo-
arabes acquiérent leur graphie définitive
XS Chiffres Ghubar dans le Maghreb
Vi s Arrivée du calcul indien a Bagdad
Vs Numération décimale de position indienne avecézo
-1s neuf chiffres Brahmis
-mns Premier zéro de I'histoire de la numération
ER\ARS) Concept d'infini Aristote
- 1800 Premiére numération de position
-2 000 Apparition de la base décimale Invention de I'écriture
-8 000 Apparition desCalculi en Mésopotamie
-30 000 Présence d’entailles numériques
Diaporama M. Vinais 27

« Tout sujet apprenant le nombre
doit se poser naturellement les
mémes questions que ses inventeurs
pour le comprendre.»

L'apport du constructivisme

On admet que la plupart des connaissances (saebirs
savoirs-faire) ne sont ni recues du milieu par tgaoisme
passif, ni-pré-programmées a la naissance de tatenfque
le sujet se les approprierait nécessairement.

Ces connaissances sont construites par le sujstlelaours
de son activité.
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‘ La place du calcul dans la construction du nombre ‘

‘ Deux théses modernes concernant le calcul : ‘

1. le calcul comme accélérateur d'apprentissag
comptage, donc la nécessité de développer des &t
dés le plus jeune age. (R. Brissiaud et...)

2. le comptage doit précéder les activités de talen
référence aux cing principe§elmanet bien d’autres... :

* attention, le calcul dont il est question n'easg'algorithme de
I'addition par sur-comptage, mais plutdt la peri@pt'une quantité par
la somme de ses partigsir les constellations, les liviescampter...les
cartes a points de JL Brégeon)

Diaporama M. Vinais
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NOMBRE

OBJET

Approche
fonctionnelle

Approche
notionnelle

Ordinalité

NUMERATION

Résolution de

problémes Cardinalité
Articulation d 'un Fonctionnement
double systéme interne
NS | SLM
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Dans N+ pour N Mots N Signes
compter de 1 a 1M
A_ppltoche Numération Nume_ratlon Nombre de
Institutionnelle Orale Ecrite
—— — symboles
M. Fayol Numgranon Numere_mon Algorithme
Lexicale Syntaxique
S. Baruk Langue Langue Base
Numérale Numérique
INS HEA Numération Numération Utilisation du
Mots Ecrite zéro
Valeur
positionnelle
Ordre de
grandeur
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Dans N+ pour N Mots N Signes Dans N+ pour N Mots N Signes
compter de 1 a 1M compter de 1 a 1M
Nombre de 25 mots Nombre de 25 mots 10 chiffres
symboles mais... symboles mais...
Algorithme Algorithme
Base Base
Utilisation du Utilisation du
zéro zéro
Valeur Valeur
positionnelle positionnelle
Ordre de Ordre de
grandeur grandeur
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Dans N+ pour N Mots N Signes Dans N+ pour N Mots N Signes
compter de 1 a 1M compter de 1 a 1M
Nombre de 25 mots 10 chiffres Nombre de 25 mots 10 chiffres
symboles mais... symboles mais...
Algorithme Non Algorithme Non Parfaitet | __
algorithmique algorithmique constant
Base Base
Utilisation du Utilisation du
zéro zéro
Valeur Valeur
positionnelle positionnelle
Ordre de Ordre de
grandeur grandeur
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Dans N+ pour N Mots N Signes Dans N+ pour N Mots N Signes
compter de 1 a 1M compter de 1 a 1M
Nombre de 25 mots 10 chiffres Nombre de 25 mots 10 chiffres
symboles mais... symboles mais...
Algorithme Non Parfait et Algorithme Non Parfait et
algorithmique constant algorithmique constant
Base Pas de base Base Pas de base B10
marquée marquée
Utilisation du Utilisation du
zéro zéro
Valeur Valeur
positionnelle positionnelle
Ordre de Ordre de
grandeur grandeur
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Dans N+ pour N Mots N Signes Dans N+ pour N Mots N Signes
compter de 1 a 1M compter de 1 a 1M
Nombre de 25 mots 10 chiffres Nombre de 25 mots 10 chiffres
symboles mais... symboles mais...
Algorithme Non Parfait et Algorithme Non Parfait et
algorithmique constant algorithmique constant
Base Pas de base B10 Base Pas de base B10
marquée marquée
Utilisation du Pas d'oralisation Utilisation du Pas d'oralisation | systématique et]
z6ro dans I'énonciation| z6ro dans I'énonciation|  fondamental
Valeur Valeur
positionnelle positionnelle
Ordre de Ordre de
grandeur grandeur
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Dans N+ pour N Mots N Signes Dans N+ pour N Mots N Signes
compter de 1 a 1M compter de 1 a 1M
o
. ) )
Nombre de 25 mots 10 chiffres Nombre de 25 mots 2 nﬂ?ﬁﬁ?ﬂf}
symboles mais... symboles mais... (o )
Algorithme Non Parfait et Algorithme Non e Faifal 2
algorithmique constant algorithmique  [2%2%2
Base Pas de base B10 Base Pas de base  [#2%% =
marquée marquée Cal)
Utilisation du Pas d'oralisation | systématique et] Utilisation du Pas d'oralisation
z6ro dans I'énonciation|  fondamental zéro dans I'énonciationj¥_ 2
Valeur *Trente douze | Suite de chiffred Valeur *Trente douze |%.Spitelde;
i * " i _ i * " iy [RCRCECS 2]
positionnelle quatre vingt six =  nombre positionnelle quatre vingt six |PabRas 0y
Ordre de Nombre de mots Ordre de Nombre de mots
as indicateurs as indicateurs
grandeur P grandeur P ! ..-."i... 3,
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symboles 'i‘:

Dans N+ pour N Mots N Signes
compter de 1 a 1M
Nombre de & 10 chiffres

Algorithme

Base

Utilisation du
zéro

Valeur
positionnelle

Ordre de
grandeur

";@ s

Suite de chiffreq

Parfait et
constant

ystématique et]
fondamental

= nombre

Dans N+ pour N Mots N Signes
compter de 1 a 1M
Nombre de 25 mots 10 chiffres
symboles mais...
Algorithme Non Parfait et
algorithmique constant
Base Pas de base B10
marquée
Utilisation du Pas d'oralisation | systématique et]
zéro dans I'énonciation|  fondamental
Valeur *Trente douze Suite de chiffreq
positionnelle | *quatre vingt six = nombre
Ordre de Nombre de mots
grandeur pas indicateurs
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Si la perspective piagétienne comporte des élénfert!
10ju 20 niju 30 sanju intéressants quant a la construction du nombre,| des
1 ichi 11 juichi 21 nijuichi | 31 sanjuichi recherches plus récentes apportent des éclairages|f
2 12 juni 22 nijuni 32 sanjuni theo’rlg plagetlefme est Iactinglre et ce pgrtl(ﬂmﬂnt su
3 2 Yy oy la période précédent la maitrise opératoire du menttn
san Jusan fiusan sanjusan particulier un certain nombres de travaux :
4 shi 14 jushi 24 nijushi 34 sanjushi . R )
- = - Gelman et Gallister, Meck ... a partir de 1978
5go 15 jugo 25 nijugo 35 sanjugo
6 roku 16 juroku 26 nijuroku | 36 sanjuroku Wagner et Walter 1982 Ginsburg 1982
7 sichi 17 jusichi | 27 nijusichi | K. Fuson et al. 1982 / 1988 / 1991
8 hachi 18 juhachi Baroody 1987 1991 Steffe 1991 .../...
Sku J. Bideaud / H. Lehalle 2000...
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Les savoirs spontanés des enfants
« Existence précoce des mots pour compter

» C'est par I'aspect verbal de la numération que | fant
aborde notre systéeme numérique

« C’est d’abord un savoir par cceur, inutilisable dang
immédiat temporel

* Le chemin sera long avant de parvenir a une prenmeitriseg
de la numérationElle s'étalera sur environ 4 années, répar
approximativement de 2 a 6 ans.

ie

« Ce savoir a I'état brut va devoir étre travaillé, ljm.

Diaporama M. Vinais a7

K.Fuson (1988) fait remarquer que bien a:
d’'arriver a construire le nombre du point

lesquelles il va progressivement établir
liens.

ant

vue logique, I'enfant rencontre les mats-
nombres dans une variété de situations entre

des

Diaporama M. Vinais

48




| K.Fuson (1988Les situations seraient de 7 types

Non numérique

) Symbolique

Séquentielle
’

“-Diversi{é des-t
) situdtiops-avant de
De cardinale )...i..- p'éii‘lé[.-d & fombre.
chéz enfant

De comptage

ordinale
De mesure
49
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| K.Fuson (1988Les situations seraient de 7 types |

Non
.- Symbolique

numérique

Séquentielle

!,

“-Diversité des-t
) situations-avant de
De cardinale )...i..- pailer 46 Hombre,
chéz enfant

De comptage

ordinale
De mesure
50
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| K.Fuson (1988Les situations seraient de 7 types

Non numérique

!,

Séquentielle

Symbolique

] situations-avant de
De cardinale

ordinale
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| K.Fuson (1988Les situations seraient de 7 types |

Non
numérique

!,

Séquentielle

Symbolique

] situations-avant de
De cardinale

De comptage

ordinale

De mesure
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Les 4 niveaux d’élaboration

de la chaine numérique verbale.
K. Fuson & al (1982)

 La chaine chapelet (String level)

¢ La chaine insécable (liste non sécable)
¢ La chaine sécable

¢ La chaine terminale (chaine dénombrable)

Diaporama M. Vinais 53

‘ Chaine chapelet

‘ Undeuxtroisquatrecing !

) )
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Situations de comptage pour la segmentation..
Un enfant seul :

«Compter le plus loin possible.

«Dire un nombre fort, le suivant faible

«Dire un nombre, taire le suivant

«Compter le plus loin possible en frappant sur sepres énonciations.
«Compter le plus loin possible en frappant entrepsepres énonciations.
Compter & deux (enfants entre eux ou enfant/adulte)

«Compter en alternance

*Frapper sur les dires de l'autre.

«Compter le plus loin possible sur les frappés dette.

*Enoncer deux nombres consécutifs.

Les 4 niveaux d’'élaboration

de la chaine numérigue verbale.(1)
K. Fuson & al (1982)
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« La chaine chapelet (String level)

 La chaine insécable( liste non sécable)

¢ Lachaine sécable

 La chaine terminale (chaine dénombrable)
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Chaine Insécable

‘ Un deux trois quatre cing ...

2 habiletés nouvelles :
* Compter jusqu'an
* Livrer le successeur d’'un nombre
* Premiére procédure de quantification par
comptage
= Premiers problemes math.

Diaporama M. Vinais 57

Chaine Insécable

‘ Un deux trois quatre cing ... ‘

2 habiletés nouvelles :

* Compter jusqu'a n (n appartenant a ZSE)

1,2,3,4,5,6,7,8.0
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Chaine Insécable

‘ Un deux trois quatre cing ...

2 habiletés nouvelles :

* Compter jusqu'an
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Chaine Insécable

‘ Un deux trois quatre cing ...

2 habiletés nouvelles :

* Compter jusqu'an
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Les 4 niveaux d’'élaboration

de la chaine numérigue verbale (2)
K. Fuson & al (1982)

Chaine sécable

« La chaine chapelet (String level)

¢ La chaine insécable( liste non sécable)
« La chaine sécable

 La chaine terminale (chaine dénombrable)
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‘ Sept, huit, neuf, dix, onze, douze....

Développement de nouvelles habiletés :
* Compter a partir de x
*Compter de x ay
* Comptage par bonds
* Compter a rebours

* Livrer le prédécesseur d’'un nombre
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Les 4 niveaux d’'élaboration

de la chaine numérigue verbale (2)
K. Fuson & al (1982)

« La chaine chapelet (String level)
¢ La chaine insécable( liste non sécable)

¢ La chaine sécable

 La chaine terminale (chaine dénombrable)
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Différentes zones dans la chaine insécable.

1 2 3 4‘5 7 9 12|152 25 412 ...

ZONE STABLE EXACTE

ZONE STABLE INEXACTE

ZONE NON STABLE ET INEXACTE
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Le champ du
numérique

et

des passages |
obligés et parfois
difficiles
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Les procédures de quantification.
(Klarh et Wallace)

* Le subitizing ou aperception globale.
e Le Comptag@énombrement par comptage?) Difficultés?
 L’estimation globale.

NB : selon le niveau de développement des compézedn%
éleves, d’'autres procédures de quantification voirtle jour

soustraction....
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c'est la capacité a agir sur le numérique : addition,




(Klarh et Wallace)

Les procédures de quantification.

* Le subitizing ou aperception globale

Diaporama M. Vinais

Les procédures de quantification.
(Klarh et Wallace)

* Le subitizing ou aperception globale.
— Configurations figuratives
— Configurations non-figuratives
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Les procédures de quantification.
(Klarh et Wallace)

* Le comptage.(Dénombrement par
comptage?) Difficultés?
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Procédure de quantificatioh

/e &/ &/ /=3 /3 /=3 =

Le comptage est la procédure de base permettasatiubé de
maniére trés précise des collections dont la tiailfgorte peu.

Il semble se manifester trés tot chez I'enfantrf@ation reléve
de nombreuses erreurs: on a a faire a des sujetd lgufois
savent et ne savent pas compter.
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‘ Procédure de quantificatioh

1. Type de difficulté rencontrée ‘

= =

Combien y a t-il de jetons?
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Procédure de quantificatioh

= = e s s W
= =

Combien y a t-il de jetons?
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Procédure de quantificatioh

= =

Combien y a t-il de jetons?
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Procédure de quantificatioh

= = e e I W
= =

Combien y a t-il de jetons?

Diaporama M. Vinais 81

Procédure de quantificatioh

= = e e I W

= =

Combien y a t-il de jetons?
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Procédure de quantificatioh

Procédure de quantificatioh

Déja
compté:

Reste
5 | compte|

=

= = e s s W

= =

Combien y a t-il de jetons?

Diaporama M. Vinais
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Combien y a t-il de jetons?
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‘ Procédure de quantificatioh

‘ 2. Type de difficulté rencontrée ‘

/e &/ &/ /] /3 /=3 =3

QRaLsS «2» «3» «4» «5» «6»

premier deuxiéme troisiéme quatrieme cinquieme Sixieme
L L L
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Procédure de quantificatioh 7

s s s s s [ s [ o

Accepter de conceptualiser contre une  __ )
connaissance... donc de « force », par =
répétition ou imitation

La question du combien... =
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Procédure de quantificatioh

Ve

A
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Collections homogénes organisées ...en Iignks

/e O &/ /O 0/ /3 =
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Collections homogénes en colonnes|
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Collections homogénes « obliques »

=
=
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Collections homogeénes organisées

/e &/ /o /o /| /3 =
e B e B s e e s [ e |
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Collections homogénes perception cartésienn+
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Collections homogénes en lignes, autres olﬁets
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| Collections homogeénes en lignes, mémes formesléwsu |

O OO @8 O o @ .o

| Collections homogénes en lignes, mémes formebestai |
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Collections homogeénes en lignes, forméailes /co leur

I Dans un espace organisé I
B s s ¢
B =
s ) ) =

=
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= - -

| Collections homogénes en lignes, forméailes /col leur

I Dans un espace non organisél

-) )
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Proposer au début des[gen

collections homogénes pou
lesquelles  I'éleve  pe
développer facilement un
procédure de quantificatiq
(ex comptage)

=1

&
()

les quantités identiques :

« Dénombrer , des difficulté

2]

d'apprentissage liées
principe d'« abstraction » :

«Cela suppose que lenfa
accepte de renoncer a ce (
I'objet représente pour
s'intéresser qu'a sa vale
mathématique »

De quelle abstraction s’agit-i
Cf. Piaget, R Gelman ou BM Barth..

1 |

Relie les quantités identiques :
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P Les procédures de quantification.

Y R (Klarh et Wallace)
& e o oo
» L’estimation globale.
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| Exemples de situation a mettre en plaice

liées au principe de cardinalité
numériques a travailler

deux »

moi cing »

«Quantification par comptage : « combien y a-t-il. de
«Construction d’'une collection : « prends quatre ...! >

«Comparaison de deux collections : « c’est trois'est

*Reconnaissance parmi plusieurs possibilités : rtrag

Dénombrer : des difficultés d'apprentissage

4 activités

Diaporama M. Vinais
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Que retenir des principes de Gelman ?

R. Gelman tend & montrer que | 'activité de dénombremet est susceptible d 'étre
analysé et dissocié en composantes plus élémentai@stte compétence fait appel a 5
principes.

« Principe d 'ordre stable
« Principe de bijection de n éléments
« Principe de cardinalité
« Principe d "abstraction
« Principe d ordre quelconque
R Gelman montre que trés tot les enfants respectemhacun de ces principes pris

isolément et quils éprouvent des difficultés a lescoordonner. Coordination
nécessaire pour étre opératoire dans | 'activité deéhombrement.

NB : travaux de Baroody...
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NS : les symboles numériques et leur acquisition

4 catégories de représentation:
« Les indications idiosyncrasiques
« Les pictogrammes
* Les symbolisations

* Les signes conventionnels

Lors de ces recherches dans ce domaine M. Hughes&%Preléve
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Premieres traces.... Idiosyncrasiq||1es

K
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Premieres symbolisations |

B8
B8

B8 MK
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Premiéres symbolisations...pictogramm}es

4 0l

U000
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Premiéres symbolisations...Les signes conventionn}els
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Autres observations et rappels

Diaporama M. Vinais

Différents “sens” du nombre

* Sens intrinséque
« Sens extrinseque
» Sens connoté
* Sens incarné

¢ Sens inconscient
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| Albums / Les livres écomptér

* Qu'appelle-t-on “livres a compter”?
« Critéres de différenciation des livres
v'Domaine numérique
¥'Croissance / décroissance
v'Contexte : cardinal, ordinal, mesure

v'Les activités possibles et leur ouverture (Gramisbres,
infini...)

Cf. D. Valentin
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Structuresl ogico-M athématique$

“Toute connaissance, tout progres, toute transfblomale notre
intelligence est toujours une reconstruction endegele
données exogénes fournies par I'expérience.”

Une structure qui définit un stade est un systétaetidns ou
d’opérations avec des lois de coordinations (oaaieposition
réversibles.”

Elle est cette capacité a exécuter une action dandelex sens,
en “ayant conscience” qu'’il s'agit de la méme action
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Construction des connaissances :
- Relation réel/sujet

- Les mécanismes internes au sujet : les
différents types d’abstraction.

Exemple de la catégorisation

Exemple du numérique

Diaporama M. Vinais
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StructureL ogicoM athématique (additiveb

- ==
- N\\
- ~

A.R.RP"

[N*1] [N*"] (N*]
Structure additive.

ARR™ : abstraction réfléchissante de type réfléchissemen

ARR" : abstraction réfléchissante de type réflexion
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Structures. ogicoM athématique#

Structure de
Structure Structure de Palier comptage par| Palier
élémentaire comptage par| de paquets de
bonds réorganisation| réguliers réorganisatior]
(+5) (+2), #+5) (3) (+2)| | ntn+n+n+...+n - X
(+1) (+1) (+1) =mxn
(+3) (+10) *+3) (2 =nxm
(1)  (+10) + X +
Chaine Chaine Chaine Chaine Chaine
insécable sécable terminale terminale terminale
116
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Place des comptines numériques

Livret AGIEM au SCERE
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